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INTEGRALI CURVILINEI. INTEGRALE DI UNA FUNZIONE SU UNA CURVA

Siano ) un aperto di R", F' : Q — R una funzione continua e v : [a, b] — Q una curva di classe C'*. Definiamo

I'integrale di F' su v come

LF—[fwmmwmh

Osservazione 1. Se F,G : 2 — R sono due funzioni continue e o, B € R, allora

L(aF+BG):aAF+6LG.

Osservazione 2. Se o : [b,c] — Q & una curva C a tratti e tale che y(b) = o(b), allora

[ ofrefr o [r-fr

Osservazione 3 (L’integrale non dimende dalla parametrizzazione). Supponiamo che le curve

v :[a,b] = R"” e o:[A,B] - R"

sono equivalenti. Allora / F= / F. Infatti, se g : [a,b] = [A, B] ¢ la funzione tale che v = o o g, allora
¥ o

b
/F = / F(y(t) |y ()] dt (per definizione)

b
=/P@@@»W@@M%Mt (qui usiamo che ¢’ > 0)
B

= /A F(o(s))|o'(s)|ds (cambiamo variavile: s = g(t), ds = g'(t) dt)

:/F (per definizione).

Teorema 4 (Integrali curvilinei e partizioni). Sia Q un aperto di R™, F' : Q — R una funzione continua e

v : [a,b] = Q una curva C' a tratti. Allora, per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che:

Se P ={tg <ty <ty <---<tx} &una partizione di [a,b] con diam(P) <4, allora:

SF,’Y(,Pvf)_/F Ssa
¥
per ogni vettore & = (€1,...,&,) € RF (k ¢ il numero di intervalli della partizione) con

&k € [tj—1,tj] perogni j=1,...,k,

dove diam(P) := max [ti —tj—1], e Sp~(P,&) indica la somma parziale
j=

yeeey

k

Sk (P,€) i= Y F(3(£)) [y(t;) = v(tj-1)].

=1
Esempio 5. Consideriamo la curva

v:10,2n] — R? ~(t) = (cost,sint).

Calcolare /F, dove F : R?2 = R ¢ la funzione
2l

(1) F<xay):1; (2) F(.’I;,y):xQ; (3) F(m,y)zxy; (4) F(x,y):yex;

Esempio 6. Consideriamo la successione di curve
Yo 1 [0,1] = R% 4, (t) = (¢,t7).
Calcolare il limite  lim / 1.

n—oo
n

(5) F(x,y) =xf(y)-
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INTEGRAZIONE DI 1-FORME

Siano Q un aperto di R”, 7 : [a,b] — Q una curva di classe C! e
a=ai(x)dey + ax(z)dey + - + a, () day,

una 1-forma di classe C° su Q. Definiamo 'integrale di o su y come

L = " a(r(0) -0 dt.

dove - ¢ il prodotto scalare in R™ e dove abbiamo identificato la forma « con il campo vettoriale
a:Q— R, a(z) = (ar(x), az(z),. .., an(z)).

Inoltre, se 7y : [a,b] — Q & C! a tratti, allora definiamo

k tj
[a=> [ atioy- v
% j=1 ti_
dove
a=tg<ti <---<tp=2»b
¢ una qualsiasi partizione di [a, b] tale che 7 : [t;_1,t;] — R™ & di classe C*([t;_1,t;]) per ogni j =1,... k.

Osservazione 7. Se a e 3 sono due 1-forme su €2, allora

/y(a+6):/7a+/wﬂ.

Osservazione 8. Se v : [a,b] = Q e o :[b,c] = Q sono due curve C* a tratti tali che v(b) = o(b), allora

foo=losfe

Osservazione 9. Se v : [a,b] — Q ¢ una curva C* a tratt e se

7-t[a, ] = R, y-(t) =y(a+b-1),

o= e

Osservazione 10 (L’integrale di una 1-forma non dipende dalla parametrizzazione). Supponiamo che le curve
v:la,b] = R" e o:[A,B]—-R"

allora

sono equivalenti. Allora / a= / a. Infatti, se g : [a,b] — [A, B] é la funzione tale che vy = o o g, allora

/a —/ "(t)dt (per definizione)

_ / a(o(g(t)) - o' (g(t)g (t) dt

a

B
= /A a(o(s)) - o'(s)ds (cambiamo variabile: s = g(t), ds = ¢'(t) dt)

:/a (per definizione).

Teorema 11. Sia Q un aperto di R? e sia o una 1-forma esatta in §; precisamente, supponiamo che o = dF,
dove F : Q — R ¢ una funzione di classe C* su Q. Allora, per ogni curva C a tratti v : [a,b] — R abbiamo

L o= / dF = F((b)) = F((a)).



